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1. (3 puntos) Sea V = R?2! y A una matriz cuadrada de tamafio 2021 con entradas reales. Para
cada vector v € V se define la érbita de v como el conjunto O(v) = {A™v : m € Z,m > 0}.
Decimos que la érbita de v es periédica si existe un entero k > 0 tal que A¥v = v. Pruebe
que si para un vector w su érbita O(w) es periédica y contiene 2021 vectores linealmente
independientes, entonces O(v) es periddica para todo v € V.

Solucion

Sea k el periodo de w y S = {AMw, A”2w, ..., A2}, con j; > 0, el conjunto de los 2021
vectores linealmente independientes que contiene O(w). Entonces, S es una base de V = R2921,
Sea v € V, v se puede escribir como

v = a1 AMMw + as A w... + agga1 AV w,  a; € R.

Luego,

ARy =AF (a1 A w + an AP w . .+ agge AT2021 )
=a1 AP AT w + as AR A2 w .. .+ aogey AF AT2021q
:oaAjl Akw + OCQA‘jQAk’U} o+ a2021AJ2021Akw
= AT w + ap AW ...+ agge AP0 w

=v

Asi, la érbita de todo v € V' es periddica.

2. (4 puntos) ;Existe un polinomio P(x) no constante con coeficientes reales, tal que para todo
entero positivo n el nimero P(n) sea algin término de la sucesién de Fibonacci?

Nota: La sucesién de Fibonacci {Fy, Fy, ...} se define como Fy = Fo =1y Fy19 = Fh1 + F,
para n > 1.

Solucion

Como la sucesién P(n) toma valores positivos para todo n > 1 (en particular, cuando n es
grande), entonces el coeficiente principal de P debe ser positivo. Como P(z) no es constante,



entonces P’(z) es un polinomio no nulo con coeficiente principal positivo. Esto implica que
existe un entero positivo N tal que si 2 > N, entonces P'(x) > 0y asi P(x) es estrictamente
creciente y positivo para x > N.

Por lo tanto, sin > Ny P(n) = F,,,, entonces P(n+1) > Fy,, 11y P(n+2) > Fp,42. Como la
sucesion de Fibonacci es creciente, entonces Fi, 19 = Fp41 + Fi > 2F,, y asi deducimos que
P(n+2) > 2P(n), o bien, P(n+ 2)/P(n) > 2. Tomando limites cuando n — oo, obtenemos
que 1 > 2, lo cual es una contradiccion.

. (4 puntos) Para todo entero positivo n > 1, considere su factorizacién priman = pJ*-...- pg’“,
con a; > 0, y defina el producto p(n) := (p1 — 1) - ... (px — 1). Decimos que nimero n es
significativo si p(n) y p(n+1) son divisibles entre 42; por ejemplo, 2021 es significativo porque
p(2021) = p(43-47) = 42-46 y p(2022) = p(2-3-337) = 1-2-336 = 42 - 16. Encuentre todos
los ntimeros significativos menores que 500.

Solucién

Primero observamos que el nimero 421 es significativo: 421 es primo (no es divisible por
2,3,5,7,11,13,17,19) por lo que p(421) = 420 = 42 - 10, y para 422 = 2 - 211 tenemos que
211 primo (no es divisible por 2,3,5,7,11,13), por lo que p(422) = 1-210 = 42 - 5. Vamos a
demostrar que este es el inico nimero menor que 500 que cumple la condicion.

Primero observamos que 42 = 2-3-7, lo que implica que 42 divide a p(m) si y sélo si m tiene
divisores primos de la forma 3k 4+ 1 y 7k + 1; puede ser que este divisor primo cumpla las dos
propiedades, en cuyo caso seria un divisor primo de la forma 21k + 1.

Los divisores primos 3k + 1 y 7k + 1 son impares (ninguno puede ser igual a 2), por lo que
estos tienen que ser de la forma 6k 4+ 1 y 14k + 1. Vamos a encontrar los primeros divisores
primos para cada uno de estos casos:

6k-+1: 7,13,19,31,37,43,. ..
14k +1: 29,43,71,113,127,....

Si 42 divide a p(m) y m no tiene divisores primos de la forma 21k + 1, entonces m tiene
que ser divisible por el producto de al menos un niimero de cada una de las listas de arriba,
eliminando los elementos repetidos (entre ellos el 43). Este producto es menor o igual que 500
solo para las siguientes combinaciones:

7-29=203, 13-29=2377, 7-71=497.

Por lo tanto, si n es significativo y alguno de n o n 4+ 1 no tiene divisores primos de la forma
21k + 1, entonces los posibles candidatos para el par (n,n + 1) son

(202,203), (203,204), (376,377), (377,378), (405,406), (406,407), (496,497), (497,498).



Sin embargo podemos verificar que ninguno de estos pares funciona, ya que
202 =2-101, 204=22-3-17, 376 =2%-47, 3718 =2.33.7,
405 =3%.5, 407 =11-37, 496 =231, 498 =2-3-83,

y ninguno de los divisores primos que aparecen en estas factorizaciones es de la forma 7k + 1.
Por lo tanto, si n es significativo y menor o igual que 500, entonces n y n + 1 deben tener
divisores primos de la forma 21k + 1. Adem4ds, como este primo siempre es impar (porque no
puede ser 2), entonces debe ser de la forma 42k + 1. Mostramos la lista de los niimeros de la
forma 42k + 1 menores que 500:

43, 85, 127, 169, 211, 253, 295, 337, 379, 421, 463.

Si un nuimero de la forma 42k + 1, menor que 500, es compuesto entonces tiene un factor
primo menor o igual /500 < /529 = 23. Dado que 42k + 1 es coprimo con 2, 3,7, solo hay
que revisar la divisibilidad por 5, 11, 13, 17 y 19, con lo cual descartamos:

85 =5-17, 169 =13% 253 =11-23, 295=75-59.

Por lo tanto, si n es significativo, entonces n y n + 1 son ambos divisibles por alguno de los
numeros primos {43, 127,211, 337,379,421,463}. Considerando los multiplos de 43, 127 y 211
(los otros no tienen multiplos mayores que si mismos), obtenemos que n y n + 1 pertenecen
al conjunto

{43, 86, 129, 172, 215, 258, 301, 344, 387, 430, 473, 127, 254, 381, 211, 422, 337, 379, 421, 463}
= {43, 86, 127, 129, 172, 211, 215, 254, 258, 301, 337, 344, 379, 381, 387, 421, 422, 430, 463, 473}.

El tnico par de ntimeros consecutivos en esta lista es 421 y 422, con lo que concluimos que
421 es el tinico entero significativo menor o igual que 500.

. (4 puntos) Sean a,b > 0 y defina las elipses

.’132 y2 .’172 y2

Dado un punto A en &, sean B y C puntos distintos en & tales que AB y AC son tangentes
a &1. Demuestre que BC también es tangente a £ y demuestre que el area del tridngulo ABC
no depende de la eleccion del punto A.

Solucion

Consideramos la transformacién T : R? — R? dada por (z,y) — (z/a,y/b) = (2, w). De esta
manera, 1" transforma las elipses &1 y & en los circulos

Ci={(z,w) eR?: 22 +uw? =1} y C={(z,w) € R?: 2% + w? =4}.



Sean A" = T(A), B’ = T(B), C' = T(C). Como la transformacién es lineal, entonces A’ B’
y A'C’ son rectas tangentes a C;. Vamos a demostrar que B’C’ es tangente a C; y que el
triangulo A’B’'C’ es equilétero.

Sea O = (0,0) el centro de los dos circulos, y sean D y E los puntos de tangencia de C; con A’C”
y A'B’, respectivamente. Entonces OA’ = 2, OD' = OF' =1y ZOD'A" = ZOE'A" = 90°.
Por lo tanto,

LOA'D' = ZOA'F = arcsin% = 30°,

por lo que Z/ZB'A'C" = 60° y asi Z/B’OC’ = 120°. Con esto obtenemos que ZOB'C’' =
Z0C'B" = 30°. La distancia de O a B'C’ es OB'sin(OB'C") = 2sin(30°) = 1, con lo que
concluimos que B’C’ también es tangente a C;. Esto implica que BC' es tangente a &;.

Ademds, ZOB'A’ = ZOA'B’ = 30°, por lo que ZA'OB’ = 120°. Anélogamente, ZA’OC’" =
120°, con lo que concluimos que ZB'OC’' = ZAOB' = ZC'OA’ = 120° y por lo tanto el
triangulo A’B’C’ es equilatero. El drea de todos los tridngulos equildteros inscritos en Cs es
la misma y la razén entre las dreas de ABC y A’B'C’ es ab (el determinante de T—1), con lo
que concluimos que el drea del tridngulo ABC no depende de la escogencia de A.

Solucion alternativa
Dado un punto P en &, vamos a encontrar la interseccién de & con la recta tangente a &

por P. Sea P = (acos#,bsinf). Entonces la ecuacién de la recta tangente es

2a cosf 2bsin 0 . B x cosf ysin@_
——5— (7 —acosf) + 72 (y —bsinf) =0 < - =

a

Las intersecciones de esta recta con la elipse £ cumplen entonces

. 2 2 2 2 2 :
2
(1Y o0 (Y g B0 gy

Usando que 1 — 4 cos? # = sin? § — 3 cos? 6, concluimos que las soluciones estdn dadas por

y = b(sin @ + cos 6v/3) <= y = 2bsin(f + 60°).

De manera andloga encontramos que z = a(cos + sin#/3) = 2acos(f + 60°). Usando la
identidad cos 6 cos(f & 60°) + sin 0 sin(f + 60°) = cos(+60°) = 1/2, podemos concluir que los
puntos de interseccién de & y la tangente a £; por P; son (2acos(6 + 60°),2bsin(f 4 60°)) y
(2a cos(8 — 60°), 2bsin(f# — 60°)). Notemos que hay una diferencia de 60° entre el argumento
del punto en & y los puntos en &, asi como una diferencia de 120° entre los argumentos de
los puntos sobre la elipse &s.

Con base en la observacién anterior, deducimos que si A = (2acos «, 2bsin «), entonces B
y C son iguales a (2acos(a + 120°), 2bsin(a + 120°)) y (2a cos(a + 240°), 2bsin(a + 240°)).
Usando el cdlculo que hicimos antes, vemos que la tangente a & por el punto D = (a cos(a +
180°), bsin(a + 180°)) interseca a & en B y C; es decir, BC es tangente a & en el punto D.



Finalmente, asumimos sin pérdida de generalidad que B = (2a cos(a+120°), 2bsin(a+ 120°))
y C = (2acos(a + 240°), 2bsin(a 4 240°)). Si O = (0,0), entonces los tridngulos OAB, OBC
y OC A estan orientados en sentido antihorario y sus dreas son todas iguales a 2absin 120° =
aby/3, con lo que concluye el resultado.

. (5 puntos) Considere una funcién € : Z* — {—1,1}, para la cual existe 0 < a < 1 tal
que |e(1) + ...+ €(n)] < n® para todo n € ZT. Demuestre que si 8 > «, entonces la serie
3% e(n)/n® converge y estd acotada superiormente por 3/(8 — ).

Solucion

Sea E(0) =0y E(n) =¢(1)+ ...+ e(n) paran > 1, de manera que E(n) — E(n — 1) = ¢(n)
para n > 1. Consideramos las sumas parciales de la serie y aplicamos sumacion por partes:

N
20

N E(n)-En-1) E(N) = 1 1
=> — = =3 —E(O)+ZE(n)<WB—(n+1)B>.

n=1 n=1

Observamos que E(N)/N?® — 0 cuando N — 400, pues a < 3. Para el otro término vamos a
demostrar que la serie asociada converge absolutamente. Usando las condiciones del problema,

tenemos que
e 1 1 > 1 1
E — — ——= | < N - — ).
S 12015~ ) <2 (o~ v o)

=1
Por el teorema del valor medio tenemos que existe n € (n,n + 1) tal que

1 1 B B

n7 (n+ 1),3 - 7754’1 < nB+1l’

con lo cual concluimos que
o @]

> 1 1 1
[0 - -
nzz:ln <n/8 (n —+ 1)5) S Zl nﬁ*OH’l < oo.

Esto demuestra que la serie converge, pero no da la cota que buscamos; en efecto, la cota
del problema es mas fuerte, pues 1/(s — 1) < ((s) para s > 1. Podemos obtener la cota
modificando la aplicacién del teorema del valor medio: vamos a demostrar que

(w0 ) <5l )
LY n+1)8) = B—a\nfa (n+1)-a)

Consideramos las funciones f(z) = z~#=% y g(z) = 2=7. Por el teorema del valor medio de
Cauchy tenemos que existe n € (n,n + 1) tal que

fn) = fn+1) _ f') _ —(B—a)y @t g @ s B-a a
g(n) —gn+1) ¢ —pn=A-1 B - B




lo cual implica nuestra afirmacion anterior. De esta manera obtenemos que

e 1 8 — 1 1 B
Zn <nf3_ (n+1)f3> = 5_0[712::1(”5& B (n+1)f30‘> - B-a’

n=1

con lo cual concluimos el resultado.

. (7 puntos) Sea k € N. Para cada n € N considere la familia F, (k) de las matrices n x n con
entradas complejas A, tales que

a) Cada entrada de A es 0 o 1.
b) Hay a lo sumo k filas de A tales que el nimero de entradas no cero es mayor a k.

Para una matriz A con entradas complejas sea f(A) = max{|\| : A es valor propio de A} y

sea p(n) := max{f(A) : A € F,(k)}. Pruebe que lim #(n)

n— o0 n

existe y determine su valor.

Nota: Decimos que A es un valor propio de A, si existe un vector v # 0 tal que Av = Av.
Solucién

Sea A € F,(k) una matriz con entradas a;;, y suponga sin perdida de generalidad que toda
fila despue$ de la k-ésima fila tiene a lo sumo k entradas no cero. Sea A € C un valor propio
de A con autovector (z1,x2,...,2,), vy sea x = max{|x1|, |xa|,...,|z,|}. Entonces para i > k
tenemos que la entrada i de Ax en valor absoluto es

|IAx;| = |ajnx1 + ajpre + -+ - + aipey| < ka, se sigue que |x;| < kxz /||

Si o = xj, entonces tenemos que la entrada j de Az en valor absoluto es

n
E A5t Tt
t=1

de donde se sigue que |A| < k + (n — k)k/|\| < k+ nk/|A|. En particular, podemos tomar A
tal que |A\| = ¢(n). Dividiendo por y/n y tomando limites obtenemos que

p(n) vn

lim sup —= < klimsup ——.
n—>oop \/ﬁ - n—)oop So(n)

n k n
|Az| = < lajem] =Y lagwd + > lajw] < kx+ (n— k)kx/,
t=1 t=1

t=k+1

Ahora, para n > k considere la matriz A € F,(k) dada por A = (a;;) donde a;; = 1 si
min{s,j} <k y 0 en caso contrario. Para n > k, considere

\ k+ k> +4k(n — k)

— 5 ,

una de las raices del polinomio p(t) = t? — tk — k(n — k).

Vemos que A, es valor propio de A con autovector asociado v = (v1,vg, ..., v, ), donde v; = A\,
sil<i<kywv;,=ksik<i<n,pues la entrada ¢ de Av para i <k es



> aijv; =k + (n— k)b = X = Ay,
j=1

y para i > k se tiene que la entrada i de Av es

n k
Zaijvj == Zvj = k)\n = )\nvi.
Jj=1 Jj=1
De esta forma tenemos que ¢(n) > A,. Como lim,, o0 Ay /v/n = V'k, entonces concluimos que

h'minfM > Vk.

n—o00 n

Combinando esto con una desigualdad anterior obtenemos que

—1
) ¢(n) ) Vvn < . sO(n)> k
limsup == < klimsup —— = k| liminf == <2 V.
n—>oop \/ﬁ - n—>oop (p(n) n—00 \/ﬁ - \/E

Estas tltimas desigualdades implican que el limite existe y es igual a v/k.

7. (7 puntos) Sea n un entero positivo y sean wq, . .., w, las raices n-ésimas de la unidad. Denote
por C), el valor maximo de |ajw; + ... + apwy,|, donde a; € {—1,1} para todo 1 < i < n.
Determine el valor de

. Oy
lim —.
n—oo N
Nota: Las raices n-ésimas de la unidad, son los n niimeros complejos que satisfacen la ecuacion

2" =1.

Solucién

No hay pérdida de generalidad en suponer n par - la diferencia entre el caso n y el caso n+ 1 en
las sumas obtenidas es O(1), que tiende a 0 al dividir por n. Escogiendo los a; para que el médulo
de la suma sea méaximo, sea v un vector unitario en la direccién de esta suma ajwi + ... + ApWy.
Entonces a; debe ser 1 si (wj,v) > 0y —1 si (w;,v) < 0. Esto divide los w; en dos grupos
simétricos en que los signos deben ser opuestos, de modo que, a menos de una rotacién, en esta
situacién ajwy + ... 4 anwp =23 5<j 0 eXm/m = 9(1 — e™) /(1 — 2™/") = 4/(1 — e*™/™), cuyo

mdulo es 4/|1 — 2™/ = 2/sen(n/n), que, dividido por n tiende a 2/, que es el limite deseado.



